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Anwendung Behufs des Studiums physiologischer und pathologischer
Vorginge moglich geworden sein wird.

5

Uber die Gleichungen des Gleichgewichles eines elasti-
schen Korpers bei nicht unendlich kleinen Verschiebungen
seiner Theile.

Von Prof. Dr. Kirchhoff zu Breslau.

St. Venant hat in seinem Mémoire sur U équilibre des corps
solides . ... Compt. rend. XXIV, pag. 260, einen Weg ange-
deutet, auf welchem man zu den Gleichungen gelangen kann, die
die Bedingungen des Gleichgewichtes fiir einen elastischen Karper
in dem Falle ausdriicken, dass die Verschiebungen, die seine Theile
dureh #ussere Krifte erlitten haben, nicht unendlich klein sind;
einem Falle, der hei einem Korper, bei dem eine Dimension unend-
lich klein ist, vorkommen kann, ohne dass die Grenze der vollkom-
menen Elasticitit iiberschritten wird. Diese Gleichungen habe ich
auf zwei versehiedenen Wegen abgeleitet, von denen der erste im
Wesentlichen mit dem von St. Venant angedeuteten iibereinzu-
kommen sclieint, der zweite auf der Entwickelung einer frither von
mir (Crelle’s Journ. XI.) aufgestellten Formel beruht.

Ieh will als abhingige Variable nicht, wie es sonst iiblich ist,
die Verschiebungen eines Punktes einfiihren, sondern die Coordinaten
desselhen nach der Formiinderung selbst; durch Einfilhrung der
Yersehichungen gewinnt man nichts, wenn diese nicht unendlich
klein sind, im Gegentheil verlieren dadureh die Formeln an Kiirze
und Ubersichtlichkeit. leh werde die Coordinaten eines Punktes
nach der Formanderung &, v, ¢ nennen, die Coordinaten desselben
Punktes vor derselben, &, ¥, 5. Im natiirlichen Zustande des Korpers
denke ich mir durch den Punkt (z, y, 5) drei Ebenen gelegt, parallel
den Coordinaten - Ebenen; die Theile dieser Ebenen, welche unend-
lich nahe an dem genannten Punkte liegen, gehen bei der Form-
dnderung in Ebenen iber, die mit den Coordinaten-Ebenen schiefe,
endliche Winkel bilden, mit einander aber Winkel, die unendlich
wenig von 90° verschieden sind. Die Drucke, die diese Ebenen nach
der Forminderung auszuhalten haben, denke ieh mir in Componenten
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mch den Coordin'\lon - Axen zerlegt, und nenne diese Componenten:

Y. 4..X,,Y,,Z, X,, Y., Z_ inderArt, dass z. B. T,
dlcy Compmlente des Druckes ist, den die Ebene auszuhalten hat, die
von der Formiinderung senkrecht zur a Axe war. Diese neun Drucke
sind im Allgemeinen schief gegen die Ehenen gerichtet, gegen die
sie wirken, und es sind nicht drei von ihnen dreien anderen gleich,
wie es bei unendlich kleinen Verschichbungen der Fall ist. Stellt man
die Bedingungen dafiiv auf, dass ein Theil des Korpers sich im
Gleichgewichte befindet, der vor der Formiinderung ein unendlich
kleines Parallelepipedum ist, dessen Kanten parallel den Coordi-
naten-Axen sind, und die Lingen dx, dy, ds haben, so kommt man
zu den Gleichungen:

- v, dx, ox,
i dx + Ay + 3%
Y, BY
i = dx : )
0Z,
p7 = 4 + 32 a,, r 42 a»

wenn man mit p die Dichtigkeit des Korpers, mit X, Y, Z die
Componenten der beschleunigenden Kraft bezeichnet, die auf den
Korper im Punkte (£, . ¢) wirkt. Man kommt zu diesen Gleichungen,
indem man beniitzt, dass die Winkel und die Kanten des Parallel-
epipedums sich nur unendlich wenig geiindert haben, ibrigens aber
dieselhen Betrachtungen anstellt, durch die man bei unendlich kleinen
Verschichungen diese Gleichungen heweist. Stellt man ferner die
Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines Theiles des Korpers auf,
der vor der Forminderung eine unendlich kleine Pyramide war,
deren drei Seitenflichen parallel waren den Coordinaten - Ebenen,
und deren Grundfliche senkrecht stand auf einer Linie s, die mit
den Axen die Winkel (s, x), (s,y), (s, s) bildet, und nennt
man dabei X, Y., Z, die nach den Coordinaten-Axen genommenen
Componenten des Druckes, den die Grundfliche nach der Form-
inderung zu erleiden hat, so findet man, wenn man wieder beriick-
sichtigt, dass die Pyramide unendlich wenig ihre Gestalt geéndert hat

X, =X.cos (s, x) + X, cos (s,y) + X, cos (s, 3)
Y. = Y. cos(s,2) + Y, cos (s,y) + Y.cos (s, 3) 2)
Z,=2Z.cos (s,x) + Z,cos (s,y) + Z,cos (s,3))
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Hieraus folgt, dass, wenn = die Normale eines Elementes der
Oberfliche des Korpers in seinem urspriinglichen Zustande ist, und
(X), (YY), (Z) die Componenten des Druckes sind, die dieses
Element nach der Forminderung von aussen her zu erleiden hat,
folgende Gleichungen bestehen miissen:

(X) =X, cos (n,x) + X, cos (n,y) + X. cos (n,3)
(Y) = Y. cos (n,x) + Y, cos (n,y) + Y. cos (n,3)}) 3).
(Z2)=Z.cos(n,x) + Z,cos(n,y) + Z. cos (n,3)

Wir miissen jetzt fiir die Drucke X, X ete. Ausdriicke durch
dx’ 3y
die Grenzbedingungen 3) substituiren. Zu diesen Ausdriicken gelangen
wir leicht durch Betrachtung der Hauptdrucke und der Hauptdilata-
tionen. Der Zustand jedes unendlich kleinen Theiles des Korpers

nach der Forminderung kann aus dem Zustande desselben vor dieser

ete. suchen, und diese in die Differentialgleichungen 1) und

als auf die Weise hervorgegangen angesehen werden, dass der Theil
eine Verschichung, eine Drehung und endlich in drei auf einander
rechiwinkligen Richtungen Dilatationen erlitten hat. Diese Dilatationen
sind die Hauptdilatationen; ihre Richtungen miissen mit denen der
Hauptdrucke zusammenfallen, d. h. derjenigen Drucke, welche senk-
recht wirken; denn eine Ebene, die senkrecht auf einer von ihnen
ist, hat nothwendigerweise einen senkrechten Drueck zu erleiden,
vorausgesetzt, dass die Structur des Korpers nach allen Richtungen
dieselbe ist. Es sei o eine unendlich kleine Linie, die in einer dieser
drei Riehtungen gezogen ist, s die Linie im urspringlichen Zustande
des Kirpers, die bei der Forminderung in ¢ iibergeht, I” der eine
Hauptdruck, némlich der Druck, der gegen die auf o senkrechte
Ebene ausgeiibt wird; dann haben, da £ in der Richtung von ¢ wirkt,
die Componenten von 2, X, Y, Z_, folgende Ausdriicke:

X, P cos (a,x)
Y, = P cos(5,¥) B ) 8
Z,= P cos (5, 3)

I

Die Grissen cos (5, x), cos (5.y), cos (a,3) lassen sich
ausdriicken dureh cos (s, x), cos (s, y), cos (s, 3); sind nimlich
(z, y, 3) wd (z+4-dx, y+dy, s+dz) zwei Punkte der Linie s,
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so sind (&, v, &) md (§4+dE, n+tdn, ¢+df) zwei Punkle der

Linie o; dabel haben wir :

(IE=-8—l—dx+ (IJ+— ds,

dn = W de + —— 6 (Iy—%—ﬁ ds,
8

d¢ —é—v—(lx-{—a—; dy + 5= ds.

Setzen wir da?--dy?4-ds? = e und d&24dv?+dé =, ;
so haben wir ferner :

de = e cos (s, x), dy=-ecos(s,y), ds = e cos(s,z3),
dé = e cos (a,x), dn=ecos(3,y), d{ = ecos(s,3)

Daraus folgt, wenn wir beriicksichtigen, dass ¢ von e nur
unendlich wenig verschieden ist:

cos (o‘,a:)=a—gcos(.s,x)—*——£ cos(s,y)—{—g—fcos(s,:.)\
cos (o,y) = —cos(s,x)+—608(s y)+—003(3 3) } 8).
cos (a,s)=ﬁcos(s,x)—{——@cos(s,y)—}—Ecos(s,g)

Da diese Gleichungen gelten, wenn s cine beliebige Linie ist,
so erkennt man aus ihnen leicht die geometrische Bedeutung der

39§ 9

neun Differentialquotienten 87*’535/ etc. Nimmt man némlich s parallel
mit der & Axe an, so sieht man, dass ] . i . & die cos. der Winkel
. a dx’ 8x” 8x ) )
sind, welche nach der Forminderung eine unendlich kleine Linie mit
den Axen bildet, die im urspriinglichen Zustande der x Axe parallel war;
, At Al . 85 dn & & @ &
entsprechend ist die Bedeutung von 5 0y Ay und 5.0 55 5a
Substituirt man die Werthe von cos (5, x), cos (7, ¥)s
cos (5, 3), aus B8) in die Gleichungen 4) und verbindet mit diesen
die Gleichungen 2), so erhilt man, wenn man cos (s,x) = «,

cos (s,y)=10b, cos (s, 5) = ¢ setzt:
Xoa+ X,b+ Xoe=P(eat £ b-!,- = o)
Y.,e - Y,b4+ Y,e=P ( +a”b+ ) 6).
Zza—}—Z_,,b+ch=P(%(t—{—%b+a—;c)
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Ieh will die drei Hauptdrucke P, P,, I’; ncnnen, und den
Grossen a, b, ¢ dic Indices 1, 2, 3 geben, je nachdem sie sich
auf den cinen oder den andern derselben beziehen; diese Gleichungen
gelten dann, wenn man den Grissen P, a, b, ¢ gleichzeitig den
Index 1, oder 2, oder 3 gibt. Die drei durch die Grissen a,, &, ¢4,
Uy, by, €y, ag, by, c3, bestimmten Richtungen stehen aufeinander
senkreeht, zwischen ihnen bestehen also die bekanuten, fiir diesen
Fall geltenden Relationen. Mit Hiilfe dieser Relationen kann man aus
dem Systeme 6) X, X, ete. durch Py, Py, P «, by, ¢,
@y, by, oy ag, by, ¢, ausdriicken. Multiplicivt man néimlich die
Gleichungen:

Xm(t1+Xyb,+chi=P1( ’+6' 1)
X.a, + X, 0, + X, ¢, = ( a,+ as bz—{—Tcg)
s (5

Xy + X, b, + X, ¢ = P 3+ 8~ 3)

einmal mit ¢, @, , a;, dann mit b, , by, by, dann mit ¢, ¢, ¢,
und addirt sie jedesmal, so erhilt man:

sz% Py ar 4+ Py a® -+ Pyag?)
‘JI‘—;% (P a; by 4 Py ay by + P a; )
g_i Pray e, + Pyuycy + Py a5 ¢5)
Xy=aaT€- (Py ay by + Py ay by + Py a5 bs)

FE (P P Py
FE B Pl Pl )
Xz=%f (P ay ¢y + Pyay ¢, + P; a5 ¢3)
+% (% by ey + Py by cy + Py by c5)

9
+Fi— (P e 4 Pyc,® 4 P3g?)
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Setzt man:

Pyar + Par + P;ar = (aqa)
P b P, b 4+ Py b2 = (bD)
Pyt P, - P;c® = (co)
Pybycy + Pyb, ¢y + Py by ¢y = (be)
Pyciag + Pyocyay + Py ¢y ag = (ac)
Pa by + P,a, by + P; ay by = (ad)

)"

so gehen diese Gleichungen und die entsprechenden, die man aus
der zweiten und dritten Gleichung des Systemes 6) erhiilt, in die
folgenden iber:

— 5 (a@) + 5 @) + 5 (@),
,=—.(ab) +£(bb) 5 ey,
£ (@e) + B 00) + 45 (e .
Y. =32 (aa) + 5 (ab) + 4= (ac)
= o (ab) +—(bb) 427 (Bc), - 8)
Y. =22 (a¢) + 5+ (5) + 5= (cc)»
Zx=-. (aa) + E(ab) +—*’5 () ,
2, =% (@) + 3 ¥0) + 4= (09).
2= (ae) + 5 (b6) + 5= (ed) »

Bezeichnen wir dieWerthe der Hauptdilatationen durch Ay, 2, A5,
so werden Py, P,, P; Functionen von A, A,, A; sein; nehmen wir
diese als linear an, so konnen wir setzen:

= —2K (L + 6 O + X+ %))
Po=—2K( + 90 +2%+ %)
Py=—2K (% +0 (v + % + %))
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Hierdurch verwandeln sich die Gleichungen 7) in die folgenden :

(@) =—2K(y a2+l @y + X a2+ (4 +2. + 1))
(88) = — 2Ky by® 422552 425 852 46 Oy 422 +%))
(c0) =—2K(% e + 25 62 42 &2+ 600 + % +%))
(be) =—2K(% by & + 2 be €2 4 4 bs ¢i)
(ac) =—2K(0 & s 2 &2 @5 + 25 c5.05)
(ab)= —2K(l, @y by 4 D @y by 4 X5 ay bs)

9

Nennen wir nun wieder e die Verbindungslinie der beiden
Pankte (x, y, s) wnd (z4+dx, y+dy, 3 ds) vor der Form-
anderung und ¢ die Entfernung derselben Punkte nach dieser, so ist

die Dilatation A, die die Linie e erfihrt, =—:———1; beriicksichtigen
wir, dass A unendlich klein ist, so kbonnen wir hierfiir schreiben:
= _(F —1 ); in diese Gleichung hat man zu setzen:

€2 = dEz - do? 4 dé2

dt=2ar 4 5 35 dy + % s

l]ﬁ=——dl‘+a —}———d.’

A= gr & ac dy + & ds.

dx .
Setzt man ausserdem: — = — =b, — —¢> 80 erhalt

man:

=
%( )+( )+( )—1)b
T (Er+ G+ Gy —1)e

o 35 O 37) Kl
(ay o + 5y 3y 0% 3 8y o~)

3t 3¢ 3 On BC il
et w5+ k)
% 8 8n 37 85 8
(aa-W B ey T e aJ)“b
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Wir wollen diese Gleichung folgendermassen schreiben:

A= La* 4+ Mb? 4 Nc2 4 21bc 4 2mca + 2nab . . . 10)

indem wir setzen:

L= (G + G +Er—t

i
= (
H=3 (H) + G +Gr—1
(
(

)
)
& + @ + G —1)
asaa+an%+a:ac ) 11).
)
)

Bl o ity
t5 o8 8n 8 & 8
B e

03
85 8¢ M 9 & 8¢
et avaw T ow

nm =

n =

Suchen wir das Maximum und das Minimum von A, so kommen
wir auf die Werthe der Hauptdilatationen 2, , A;, A; ; die zugehorigen
Werthe von @, b, ¢ sind @, b,, ¢;, ¢y, by, s, a3, by, ¢;. Um
diese zu finden, haben wir also das folgende System von Gleichungen
aufzulosen :

o = (L—2)u + nb + mc

0=na -+ (M—2)b + I

o=ma-4 b - (N—N)e( = - 12).
az—\—b“-{—cz:i

Diese Gleichungen werden erfiilllt, wenn man den Grossen A,
a, b, c gleichzeitig den Index 1, 2 oder 3 gibt; nehmen wir mit
ihnen eine dhnliche Operation vor, wie wir sie mit dem Systeme 6)
vorgenommen haben, so finden wir:

L= a,2 —+ A a2 4 X5 a;?
M=% b2+ Ay b2+ %5 b2
N=23}c¢?* +Xlc* -+ 3¢
L= 2bci+ A bsco + 25 b5 ¢
m=X4 ¢ a; + & € a4y 4 X5 ¢; a3
no= X ag by } X @y by + X5 a5 by

L4+M4+N=) 1)K

Sitzb. d. mathem.-naturw, CL IX. Bd. IV, Hft, 51
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Hierdurch gehen die Gleichungen 9) in die folgenden iiber:

(a0) = — 2K (L + 0 (L + M 4 N)) ;5 (be) = — 2K!
(b) = — 2K (M + 6 (L + M 4 N)) ; (ac) = — 2Km
(cc) = — 2K (N + 6 (L + M+ N)); (ab) = — 2Kn

und dadurch die Gleichungen 8) in diese:
Xx=——9K( (L+0(L+ M+ M)+ n{~——m),
n+ i (M-}—G(L-\—M+N))+ =
S 35 14 g (N+6(L+M+N)]

e
I
l
w0
=

>
I
I
oo
=

~

I

[\

=
f\f—\ﬁf—\ﬁ

—f,’,—(b+6(L+M+zv))+"' n 2w,
Y,— —2K(Zayp 2 (M+6(L+M+N))+— ).
Y.~ — 2K m+"*’l+ (N+6(L+M+N))),
Zx=——2K(:—i(L-}—6(L+M+N))—|—— = m),
Z,,=—2K(a—§ (M+6(L+M+N))+a¢z)
Z=—2K(_n+a‘1+ (N + 6 (& + M+ V).

o

Substituirt man diese Ausdriicke in die Gleichungen 1) und 3),
und setzt dabei fir L, M, N, I, m, n ihre Werthe aus 11), so hat
man die gesuchten Differentialgleichungen und Grenzbedingungen.

In meiner Abhandlung ,,iiber das Gleichgewicht und die Bewe-
gung einer elastischen Scheibe” habe ich die Gleichgewichtsbedin-
gung fir einen elastischen Korper, dessen Theile endliche Ver-
schichungen erfahren haben, in einer andern Form aufgestellt, aus
der man aber durch eine verhiltnissmiissig einfache Rechnung die
hier entwickelten Gleichungen finden kann. Ich will mir erlauben,
auch diese Rechnung hierher zu setzen.

Jene Gleichgewichtsbedingung ist:

oP — KoQ = 0,
= [AVE £ A2 4+ %2+ 0 (4 + N + %) } 13)
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Hier bedeutet 62 das Moment der dusseren Krifte, die auf den

Korper wirken; es ist also:

oP =fffd.rdydzp(X6€+ Yon+ Z %)
+ fAdf((X)3§ + (Y)in +(Z)30),

wo df ein Element der Oberfliche des Kérpers bedeutet. dV ist das
Element des Volumens des Korpers, also=dx . dy . ds; der Factor
von d V unter dem Zeichen f ist eine Function der neun Differential-

quotienten :—i s %ete., die wir bilden miissen, die ich aber vor-
liufig durch

9 (13 n o L) 8¢ 8¢ 8¢
e )

84E
o »

oder kirzer dureh F bezeichnen will. Da 6_(554:_01) -& +

iy r ) @ 8x
8¢+ _ 8 s 89 ote. fist, so wird:
ay — ay ay Ce ) 3

0@ = 0 [ff dx dy ds F

oF 80f aF 8oy aF 30¢%
= fff dx dy ds faﬁ b T o +aj€;}
Ax 33: 83:4:
308 oF 9oy AF 80%
dx dy ds ,_+__+—_
+/ff Y :_‘ oy ag_:_ dy 32_; oy

oF
=

Y
oF
e Gt
83 iy Py

+ [ff dx dy ds

{‘ 80¢ _}_EE 30y oF BBC%
an

Q

Dus erste der drei Iutegrale rechter Hand zerlegen wir in drei
Theile, und wenden auf jeden derselben den Satz an, der durch die
Gleichung

[ff dax dy ds B 3% — — ff 4w dy ds 6 22

— [ df H G cos (n, x)
51 &
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ausgesprochen wird, indem wir & einmal = 9§, dann = dy, dann
=0¢ setzen; nehmen wir entsprechende Operationen mit den beiden
andern Integralen vor, so finden wir:

KoQ=—K [ffdxdyds g(aal (:ag) +u (aaf) + %(%))oi

85,

e () T ) ) o

a8z

+ (562 + 5 68 +(E) )

—K[df. {( 5 cos(n.x)+ gcos (n J)+ a* cos(n,@)a&—

3!

+ <aax cos(n, w)+ a cos (n, y)~{— a COS (71,5))677

8y az
—cos(n, :L)+ cos(n, J)+ ,cos (n,2) \s %
+ ( R 2; a ) ¢

Der Gleichung 0P — K@ = 0 zufolge, hat man nun die
Coéfficienten von 0&, o7, 6¢ in den Ausdriicken von 62 und KoQ
einander gleich zu setzen; man kommt dadurch zu Gleichungen, die
mit den Gleichungen 1) und 3) identisch werden, wenn man

2 F
X.-—kK¥ XxX,——k¥ x-—-—K%
o i L

dx dy 9%

F K

Y, — » ¥v,—— KT ‘m——_KZ
D o : )

32\‘; aﬁ aaz

oF F F

Z, — » 2z,——£ki 2z - _K%
0 a_t a_c

dx Ay s

setzt. Es bleibt iibrig zu zeigen, dass diese Werthe von X, X, ete.
mit den oben aufgestellten iibercinstimmen. Wir beniitzen, um die
Funetion F' zn bilden, den in 10) fiir 2 aufgestellten Ausdruck; die
Werthe 2, A5, 4 finden wir, wenn wir aus dem Systeme 12) «, b, ¢
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eliminiren, und die Wurzeln der kubischen Gleichung nehmen, die
wir dann fiir A erhalten. Diese kubische Gleichung ist:

o = (L—)) (M—)) (N—2) — (L—\) Iz — (M—)) m*
— (N—X) n* 4 2lmn ;
es ist also:

Ml =LL+MLN
Mda kg 42 A = LM+ MN + NL — 12 —me2—n?

und daher:
L% et 2= L2+ M N2 4 202 - 2me - 2n2,

mithin:

F= Lt Mt Ne 202 2me 4 202+ 6 (L + M+ N)e

- Bildet man die fraglichen Differentialquotienten dieses Aus-
druckes mit Beriicksichtigung der Werthe von L, M, N, I, m, n
aus 11), so iiberzeugt man sich, dass die aus ihnen sich ergeben-
den Werthe von X, X, ete. identisch mit den oben abgeleite-
ten sind.

Die Ubereinstimmung der Gleichungen 13) mit den Gleichungen
1) und 3), die, wie ich meine, mit denen von St. Venant identisch
sind, ist hiernach nachgewiesen; ich glaube aber, dass in Beziehung
auf die Anwendungen jene meistens die bequemeren sein werden;
ich habe aus ihnen in der genannten Abhandlung die Gleichgewichts-
bedingung fiir eine endlich gekriimmte Platte abgeleitet, und fiir
einen Stab lisst sich dieselbe in @hnlicher Weise entwickeln.




